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1 Aussagenlogik

IrisMeyer

1.1 Einleitung

Set rund 150 Jahren hat die Logk, die ads philosophische Disziplin ene rund
2500jdhrige  Tradition bedtzt, enen immensen Aufschwung in der Mahematik
vearzeichnet und sait wenigen Jahrzehnten efdrt se auch im Rahmen der Informatik
ene ungeheure Aufmerksamkeit. Logische Schaltungen, Boolesche Ausdriicke,
automatisches Beweisen, Syntax und Semantik von Programmiersprachen, logische
Anfragesorachen bei  Datenbank- und Informationssystemen, ... - in fast dlen
Bereichen der Informatik spidt Logik ene beispiddose Ralle.

Da die Informatik ohne Logik kaum vorgdlbar ist, soll es Gegenstand und Aufgabe
des vorliegenden Kapitds sein, dem Leser / der Leserin einen Uberblick tber die
logischen Grundlagen der Informetik zu vermitteln, wobe ich mich ba menen
Audfihrungen nur auf ein Telgebiet der Logk, namlich auf das der Aussagenlogik
beschrénken werde.

De Kdkil des natlrlichen Schlieffens, der fir den Bewes einer syntaktischen
Folgerungsheziehung, wie es in Kapitd 1.2.3 beschrieben wird, fundamental wichtig
ig und in der ersen Fassung dieser Arbet auch integriet war, kann aufgrund der
geforderten Kirze der Arbeit leider nicht ndher angefiihrt werden. Ich bedauere
diesen Umdgtand sehr, beuge mich dlerdings den  vorgegebenen Richtlinien und kann
dem interesserten Leser / der interessierten Leserin nur das Angebot machen, ihm /
ihr das Kapitel Uber den Kakil des nattrlichen Schlielfens sowie dessen Anwendung
zum Bewes de syntektischen Gliltigkeit enes Arguments, was meines Erachtens
enes der spannendsten Gebiete der Aussagenlogik darstellt, auf Anfrage unter der E
Mail Adresse ye2028@happynet.at zuzuschicken.
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1.2 Grundbegriffe der Aussagenlogik

1.2.1 Aussage

Zur Fedlegung, was ene Aussge idt, bieten sch zwe Kiriterien an [Ober92,
ZeMa99):

1. Grammatikkriterium:
Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das aufgrund der Regeln ener

Grammatik als Aussagesatz klassifiziert ist.

2. Wahrheitskriterium:
Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das nach Fixierung einer Interpretation
entweder wahr oder falsch ist. Dies bedeutet nun allerdings, dass es keinen dritten
Wahrheitswert gibt (Satz vom ausgeschlossenen Dritten - tertium non datur) und eine
Aussage nicht gleichzeitig wahr und falsch sein kann (Satz vom ausgeschlossenen
Widerspruch) [Zogl97].

1.2.2 Aussagenlogische Formel

Nach [Zogl97] ig eine aussagenlogische Formd "... en Ausdruck, der eine (oder
mehrere) free Vaiablen (Leerdelen) enthdlt und durch die Belegung dler freen
Variablen in eine (wahre oder falsche) Aussage Ubergeht.”

Eine aussagenlogische Forme, die
?? unter dlen Interpretetionen der aussagenlogischen Variablen wahr i, wird
dsTautologie oder as allgemeinguiltig bezeichnet.
?? unter kener Interpretation der aussagenlogischen Variablen wahr g, heild

unerfillbar oder kontradiktorisch.
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?? wenigdens unter einer Interpretation der aussagenlogischen Variablen wahr
i, heif} erfullbar.

?? in wenigdens ener Interpretation der aussagenlogischen Variablen fdsch i,
heil¥ wider legbar.

?? sowohl erflllbar as auch widerlegbar i, heild kontingent.

1.2.3 Logische Folgerungsbeziehung

Argument, Schluss

Ein Argument oder ein Schluss it ene Menge von Aussagen, wobel fir mindestens
eine der Aussagen beansprucht wird, dass Se aus den anderen logisch folgt bzw. sch
aus den anderen mit Notwendigkeit ergibt [BUhl92]. Die Aussage, fur die gefordert
wird, dass de aus den anderen folgt, nennt man Konklusion (Behauptung) des
Arguments bzw. des Schlusses. Die dbrigen Aussagen werden ds Prémissen
(Annahmen) bezeichnet.

Semantische Folger ungsbeziehung

Wenn unter der Vorraussetzung, dass dle Pramissen f,,..,f, wahr dnd, auch die
Konkluson f wahr is, so schreibt man f,....f, |= f und nennt die Beziehung |-
zwischen den Pramissen auf der linken und der Konkluson auf der rechten Sate eine

semantische Fol gerungsbezehung [Jung99].

Syntaktische Folger ungsheziehung

In der Logk versucht man die semantische Folgerungsbeziehung durch enen
formaen Kakil zu efassen. Ein solcher Kakil besteht aus sog. Ableitungs- oder
Transformationsregeln, die es erlauben Aussagen so umzuformen, dass aus ihnen
neue Aussagen entdehen, die aus den eden Aussagen folgen. Dies fihrt zur
syntaktischen Folgerungsbeziehung |- [Kuts67, Schd95].
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1.3 Syntax der Aussagenlogik

Eine aussgenlogische Sprache igt durch en Alphabet und die Menge der
aussagenlogischen Formeln festgelegt [Jung99, Kutst7, Mate69, Ober92, Schi9b,
ZeMa99):

(a) Das Alphabet A(P) einer aussagenlogischen Sporache besteht aus
?7? den aussagenlogischen Varidblen pi, i ?N,
?? den aussagenlogischen Junktoren T, ?,?,7?,?,? und? ,

?? den Klammern (und ).

(b) Die Menge Form (P) ? A (P)* der aussagenlogischen Formeln ist wie folgt
rekursiv definiert:
?? Jede aussagenlogische Variable ist eine aussagenlogische Formd.
?? Dieaussagenlogischen Junktoren T und ? sind aussagenlogische Formen.
?? st f eine aussagenlogische Formel, dannauch ? f .
?? Snd f und ? aussagenlogische Formeln, dann auch (f ? ?), (f ? ?),
(f? Qund(f? ?).

1.4 Semantik der Aussagenlogik

In der Aussagenlogik wird jeder aussagenlogischen Vaiablen en Wahrhatswert
(wahr oder fdsch) zugeordnet. Forma entspricht diese Wahrhetswertzuordnung
einer Abbildung ? von der Menge der aussagenlogischen Variablen {pa,...,pn} in die
zweidementige Menge {W,F}. Der Wahrheitswert [ f | ? einer Forme f wird, auf ?
aufbavend, induktiv bestimmt [Jung99, Ober92):

(a) Wahrheitswert von aussagenlogischen Variablen

Ist f eine aussagenlogische Variable p, SO it [[f | ? = cet ? (1).
(b) Wahrheitswert von Verum und Falsum

[T] ?=aecWund[[?] ?=ceF
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(c) Wahrheitswertevon Negationen

Istf vonder Form ? ?, soist

[f] 2= [ W,wemn[?] ?=F

Fwen[?] ?2 =W

(d) Wahrheitswerte von Konjunktionen

Issf vonder Form ?1 ? ?,, 0is

[ f] 2= { W,wenn[?1] ? =[?2] ? = F
F, sonst

(e) Wahrheitswerte von Digunktionen

Issf vonder Form ?1 ? ?,, 0ist

[ f] ?= et { W, songt

Fwen[?.] ? =[?2] ? = F

(f) Wahrheitswerte von Implikationen

Is¢f vonder Form?1? ?,, 0is

[ f] ?= e { W, sonst

Fwenn[?1] ?=W und [?2] ? = F

(g) Wahrheitswerte von Aquivalenzen

Isf vonder Form?, ? ?,, 0is

[f] ?=ce { W,wenn [?:1] ? = [?2] ?
F, sonst

1.4.1 Das Wahrheitstafelverfahren
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Wadrhetdafeln oder Wahrhetdabelen snd ene tabdlaische Dasdlung dler
moglichen Wahrhetswertzuordnungen  fir die  Aussagenvaiadblen ener Forme.
Allgemen gilt: wenn ene Formd aus n Ausssgenvaiablen zusammengesetzt i, so
gibt es 2" verschiedene Wahrheitswertzuordnungen. Eine Wahrheitstafel erhdt man,
indem man eine Tabelle mit n + 1 Spdten und 2' Zeilen anlegt. In die Spatenkopfe
tragt man py,...,pn und die Formd f ein. In den 2" Zelen der ersten n Spaten tragt
man dle Mdglichkeiten en, die aussagenlogischen Vaiablen pa,....pn mit W oder F
zu bewerten. Die Wahrheitdafd wird dann ausgerechnet, indem man in jeder Zele
die for pg,....pn gegebenen Werte in die f-Spdte Ubertrdgt und dort unter die
Kongtanten py,...,pn von f schreibt, aus denen f aussagenlogisch aufgebaut ist. Im
Folgenden rechnet man sukzessive die Werte welterer Tellformen, wobel man den

Wert einer Teilforme jewells unter den Hauptjunktor der Teilforme schreibt.

Als Beispid betrachten wir nun die aussagenlogische Formd (p1 ? p2 ? p3) ? (p1
? p3)? (P27 p3)

Die Wahrheitdafd schaut wie folgt aus (die Zahlen in der ersten Zelle geben dabe
die Rethenfolge der Berechnungsschritte an):

11111 2 1 1 4 1 1 3 1 2 1
P | P2 P3| ? P2 ? p3) ? (P ? p3) ? (P2 ? Pp3)
FIF|F|F F F W F W F W F W F W F
FIF{W|/F F F W W W F W W W F W W
FIW/F|F F W W F W F W F W W F F
FIW/W|[F F W W W W F W W W W W W
W|F|F[W F F W F W W F F W F W F
W|IF|{W[W F F W W W W W W W F W W
WI{W|[F[W W W F F W W F F F W F F
WIWI{W[W W W W W W W W W W W W W

Tabelle 1: Wahrheitstafel fir die aussagenlogisch Formel (p1 ? p2? p3)? (P1? P3)? (P2 ? pP3)

Mit Hilfe ener Wahrhaitdabelle kann man nun auch Uberprifen, ob ein Argument
semantisch giltig ist oder nicht. Wie berets erléutert wurde, i ein Argument genau
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dann semantisch gliltig, wenn unter der Vorraussetzung, dass dle Pramissen f 4,...,f

wahr snd, auch die Konkluson f wahr ig. Gibt es aber nur ene einzige Zuordnung,

die die Pramissen wahr, aber das Argument fasch macht, so handelt es sch um en

ungultiges Argumen.
Als Beispid wollen wir das Argument p1 ? p2, P2 ? pP3 p1 | ps af sEne
semantische Gltigkeit untersuchen. Wir betrachtet dazu die Wahrheitstafd:
1. Pramisse 2. Pramisse 3. Pramisse Konklusion

~ ~ ~— -
PL | P2 | P3| P ? P P2 ? ps| , | P [ P3
F F F F W F F W F F F
F| F|{W| F W F F W W F w
F|W]| F F W W W F F F F
FIW|W|F W W w w W F w
W | F F|I W F F F W F W F
W| F|W|W F F F W W w w
WIW| FI W W W W F F W F
WiwW| wW|wW W W w W w w w

Tabelle 2: Wahrheitstafel fir das Argumentp; ? p2,p2? Ps P11l Ps

In der letzten Zeile der Tabdle schen wir, dass sowohl dlen Pramissen as auch der

Konkluson der Wahrheitsvert W zugeordnet wurde. Da es keine weitere Zuordnung

gibt, die dle Pramissen wahr werden lésst, wissen wir, dass das Argument

semantisch gliltig ist und konnen daher auch schreiben: pr ? P2, p2 ? Ps, P1 |- pa.

1.4.2 Normalformen

Zwe Arten von Normaformen werden in diesem Abschnitt unterschieden:
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(@) digunktive Normaform

(b) konjunktive Normaform

Eine digunktive Normdform is ene Digunktion von Konjunktionen, wobe in
jedem Digunktionsglied jede aussagenlogische Variable oder deren Negation genau
enma vorkommt. Eine aussagenlogische Formd, die nur aus einer Variable oder
deren Negation besteht, nennt man auch Litera. Dementsprechend kann man nun die
digunktive Normdform auch as Digunktion von Konjunktionen von Literden
definieren. Andog lésst dch die konjunktive Normaform as Konjunktion von

Digunktionen von Literden erklaren [Jung99, Zogl97].

Man kann nun jeden aussagenlogischen Ausdruck in ene konjunktive oder
digunktive Normdform trandormieren. Um ene aussagenlogische Formd in ene
digunktive Normdform UberzufUhren, betrachtet man am besten die Wahrhetdtafd
diesr Formd: "Zu jeder Zele der Tafd, fur die f wahr wird, wéhlt man ene
Konjunktion von Literden, die fir genau diese Zele wahr wird. Die digunktive
Normdform ig dann die Digunktion diesr Konjunktionen. Die konjunktive
Normdform erhdt man entsprechend aus denjenigen Zeilen, fur die die Formd
fdschig" [Jung99).

Beigpie fur eine konjunktive Normalform:
Die aussagenlogische Formd ((p1 ? p2) ? ps) ig in ene konjunktive Normaform zu
UberfUhren.

P1 P2 Ps (& ? p2) ? P3)
F F F F F F F F
F F W F F F W W
F W F F F W F F
F W W F F W W W
W F F W F F F F
W F W W F F W W
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w wW F \W W w W F
wW W W W w w \W w

Tabelle 3: Wahrheitstafel fur die aussagenlogische Formel ((pl ? p2) ? p3)

Die Losung lautet somit (01 ? P2 ? ps) ? (P2 ? ?P27? Pa) ? (7P ? P2 ? Pa).

Beispid fur eine digunktive Normalform:
Die aussagenlogische Forme (pr ? 2 p3) ? (p1 ? (P2 ? pa)) it in ene digunktive
Normaform zu Uberfihren.

pr | P2 | P3| (P ? ?p) ?2 (P ? (2 ? pa3)
F|F| F|F F W F F F F F F
F|F|W|F F F F F F F W W
F|wW| F|F F W F F F W W F
F|wW|wW|F F F F F F W W W
W|F|]F|W W W W W F F F F
W|F|W|W F F W W W F W W
W|W|F|W W W W W W W W F
W|W|W|W F F W W W W W W

Tabelle 4: Wahrheitstafel fir die aussagenlogische Formel (p; ? ? p3) ? (p1? (P2 ? p3))

Die Losung lautet somit (P2 ? ?p2? ?ps) ? (P ? ?P2? P3) ? (P ? P2 ? ?p3) ? (Pa
? P2 ? p3)

1.5 Resolution

Die Resolution ig ene enfache syntaktische Umformungsregd und dient ds
Methode zum automatischen Beweisen, dh. zum Bewesen durch en
Computerprogramm.  Mit  dem  Resolutionsverfahren  versucht  man  die
Uneflllbarkeit ener gegebenen Formemenge nachgewiesen. D.h. will  man
Uberprifen, ob f aus einer gegebenen Formemenge {f 1, ..., fn} folgt, dann reicht es
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die Unerflllbarkeit von f1 ? f2 ? ... ? f,? ?f nachzuweisen. Das Bewelsverfahren,
das zu diesem Zweck angewendet wird, ist dabe auf ener enzigen Regd, der sog.
Resolventenregel aufgebaut:

p??2rq?r

P?q

Vorraussstzung fur die Anwendung der Resolution ist dlerdings, dass die Formen in
Klausel-Reprasentationen gegeben sind. Klausa-Reprasentationen sind  konjunktive
Normdformen in Mengenschreibweise [Jung99, Scho9b, ZeMad9). Auf  die
Klaussimenge wird s0 dann die berets angefiihrte Resolventenregel angewendet,
indem zwe Klausan zu eneg neuen Klausd zusammengefast werden, wobe
inverse Elemente diminiert werden. Nach endlich viden Schritten lassen sch dann
entweder keine neuen Klauseln mehr ezeugen oder die leere Klausd wurde
gefunden. Der erste Fall bedeutet, dass die Formedmenge {fi, ..., fn, ?f} erflllbar
und damit die Folgerungsbeziehung f4, ..., fn |= f fdsch ist. Der zweite Fall bedeutet
Unerflllbarkeit der Formdmenge {f1, ..., fn, ?f}, womit die Korrektheit der
Folgerungsheziehung f 4, ..., f » |= f bewiesen ist [Jung99, Schi95, ZeMa99].

Als Beispid wollen wir die Gliltigkeit des Arguments p? 2q?r,(p?2 9?1 ? (?p
29?270, Cp?2q?n? ?p? ?297?r) Er nachweisen. Um die Richtigkeit des
Arguments nachzuweisen, gilt die Uneflllbarket von (p ? ?2q?nN 2?2 (p?2q?r) ?
@p?2q9g?2nN?2@p?2q9g?nN? @p??2q7?r)? ? rzubewasen Wir schreben in

Klausdreprasentation {{p,?q, r}, {p, 9, 1}, {?p. a, 1}, {?p, q, 1}, {?p, ?q, r}, {?
r}} und wollen nun die einzelnen Resolutionsschritte in Tabelenform notieren:

1 {p,?q,r1} Ausgangsklausd
2 {p,q,r} Ausgangsklausd
3 {?p,qr} Ausgangsklausd
4 {?p,q,r} Ausgangsklausd
5 {?p,?q,r1} Ausgangsklause!
6 {? 1} Ausgangsklausdl
7 {q,1} Resolventevon 2 und 3
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8 {?p, 1} Resolvente von 4 und 5
9 {p, 1} Resolventevon 1 und 7
10 {r} Resolvente von 8 und 9
11 {} Resolvente von 6 und 10

Tabelle 5: Darstellung der einzelnen Resolutionsschritte fur die Klauselmenge {{p,?q, 1}, {p, a, 1},
{?p.a.}.{?p.a. . {?p.?q.1}.{? 1}}

Die leere Klausd ig gefunden worden, womit die Glitigkeit des Arguments p ? ?q

?2nLP?29?2nN?2@p?2q?nN,?p?2q9?2nN? @p??9?r)|=r bewiesenwére.

1.6 Zusammenfassung

Am Schluss dieses Kapitels hoffe, dass das Zid dieser Arbet, némlich dem Leser /
der Leserin einen kurzen Uberblick Uber die Aussagenlogik zu verschaffen, erreicht
worden ig. Mir war es in diesr Arbet en wichtiges Anliegen, zunéchst enige
Grundbegriffe der Aussagenlogik zu erkl&ren um mich sodann mit der Syntax und
Semantik der Aussagenlogik beschéftigen zu kdnnen und schlieldich den Bogen zu
Kapitd 1.5 zu spannen, das sch mit dem Resolutionsverfahren auseinandersetzt und
meines Erachtens gerade fur Studierende der Informatik von besonderem Interesse
sin lite, da der Resolutionskakill ja besonders in der Informatik ds automatisches
Bewe sverfahren eine bedeutende Rolle spidlt.
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2 Berechnungsmodelle

Katrin Zochmeister

2.1 Einleitung

Im Sinne der Informatik i eine Berechnung die Ausfihrung eines Programms durch
eéne Maschine Um diese Berechnungen so abdrakt und algemein wie moglich zu
hdten, spricht man von Berechnungsmoddlen. In diessm Kapitd werden 3
verschiedene Modelle dargestdlit.

2.2 Speicherorientierte Modelle

Be den Speicherorientierten Modelen bedeutet eine Berechnung ene schrittweise
Verénderung des Speichers.

2.2.1 Beispiel Turingmaschine

Turingmaschinen haben enen Speicher, der dhnlich ener Videokasstte aufgebaut
ig. Es gibt klene Specherenheten, die man von ener Zdle zur néchden
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durchlaufen muss. Direkte Adresserung gibt es nicht. In jeder diessr kleinen
Speichereinheiten seht jewells ein Zeichen eines (endlichen) Alphabets.

[A[BIDIA[T[C]  Band

Schreib- Lese- }

Steuerwerk

Abbildung 1: Schemaeiner Turingmaschine

Die Turingmaschine besteht aus:

- Einem endlichen Alphabet, das auf dem Band aufgezeichnet it und aus
mindestens einem Zeichen besteht. Zusdizlich gibt es, welches im  Alphabet
nicht enthaten is.

- Einem unendiichen Band (nach baden Saten), weches in Zdlen untertelt
ig, in denen wiederum je en Zeichen des Alphabets oder ein Leerzeichen
steht.

- Enem Schreib- und Lesekopf, der sch sténdig Uber einer Zedle des Bandes
befindet. Er kann Zeichen lesen, |0schen oder Uberschreiben. In jedem Takt

wird e um ene Stdle nach rechts oder links verschoben.

- Enem Seuerwerk, dass dch zu jedem Zetpunkt in enem bestimmten
Zusgtand befindet.

Die Turingmaschine erhdt Anwesungen, die aus einer Vorbedingung und ener
Aktion bestehen. Die Vorbedingung gibt an, welches Zeichen in der aktudlen
Zdle geht, und in welchem Zudtand sich das Steuerwerk befinden muss, damit
die Anweisung gultig ist. Die Aktion schreibt vor, welches Zeichen der Schreib-
und Lesskopf in die Zdle schreiben soll. Aul3erdem legt die Aktion fest, ob nach
links oder rechts weltergegangen wird und in welchen Zustand das Steuerwerk
wechsan soll.
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Nach diesen enfachen Regdn kann man auch ein Programm definieren: Es ist
ene endliche Menge von Anweisungen fir die Turingmaschine. Daba daf jede
Anwesung nur enmd adftretlen. Die Rehenfolge diessr Anwesungen i
unwichtig. Die Audihrung enes Programms ig die Suche nach eng zum
aktudlen Zugtand passenden Anweisung und deren Aktion durchzufiihren.

Eine Berechnung wird wie folgt durchgefuhrt:

- Der Schreib- Lesekopf befindet Sch Gber dem ersten Zeichen.

- Das Steuerwerk ist im Anfangszustand.

- Es wird im Progranm sequentidl nach aufeinander passende Anwesungen
gesucht.

- Wenn keine Anweisungen mehr aufeinander passen, i das Programm zu
Ende.

So ene Maschine nennt men auch terministisch, man sagt aber auch, dass die
Turingmaschine hdt. Wenn es in jeder Situation hochgtens eine Anweisung gibt,
die auf die Vorhergehende folgt, so heifd die Maschine auch deterministisch.

2.2.1.1 Variationen der Turingmaschinen

Das hier beschriebene Moddl kann sehr stark variiert werden. So ist es zum Beispid
madglich, auch mehrere Bénder zu verknipfen oder en Band in ene Richtung
unendlich beschranken. Auch kann es auf enem Band mehrere Schreib-Lesekopfe
geben. Statt einer eindimensonaden Anordnung der Zeichen in den Zdlen it es auch
maoglich, 2 oder mehr Zechen hinenzuschreiben.

Jedoch kann man dle Vaiationen diesss Moddls durch ene Einbandmaschine

smulieren.

2.2.1.2 Vorteile der Turingmaschine

Jeden bis heute untersuchten Formdismus kann man auf ener Turingmaschine
amulieren. Die Berechnungschritte der Turingmaschine snd sehr enfach und man
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kann de daher ohne Zwefd auch direkt in die Praxis Ubersdtzen. Weiters is die
Beschrelbung ener solchen Maschine sehr enfach, anschaulich und daher leicht
vargéandlich.

2.2.1.3 Nachteile der Turingmaschine

Tele der Vaiationen snd nicht rediserbar, wie zum Beispid das unendlich lange
Band, denn ein solches wirde enen unendlichen Bedaf an Specher verlangen.
Auch die enfache ,Programmiersorache® der  Turingmaschine macht  das
Programmieren selbst sehr kompliziert.

Die heutigen Rechner nach dem von Neumann- Prinzip haben fast keine Ahnlichkeit
mit den Programmen der Turingmaschine. In der v. Neumannarchitektur gebaute
Computer verlangen en vorgegebenes, srukturiertes Programm, Uber welches die
Turingmaschine nicht verfigt. Aus der Struktur des Programms ist der Ablauf der
Berechnungen nicht erschtlich, da der im Programm festgdegte Ablauf unwichtig
id. Die letzte Aktion bestimmt die néchsge Anweisung. Auch die Laufzeit ener
Turingmaschine ig extrem lange. Da sdbst enfache Aufgabe wie zum Beispid das
Kopieren enes Bandes auff en anderes mehrere Abldufe verlangen, deigt der
Zeitbedarf mit jedem Schritt enorm an.

2.2.2 Beispiel Registermaschine (Random access machine =
RAM)

Die Regigermaschinen haben wie die vorhin besprochenen Turingmaschine einen
Speicher dar aus enzenen Zdlen beseht. Diesr kann aber unendlich vid
Information enthdten. Waeiters is ene direkte Adresserung moglich. Programm  fUr
Regigermaschinen besehen aus ena  endlichen Anzahl an  nummerieten
Anweisungen. Da die Audihrung enes Progranms auf ener Regigermaschine
determinigtisch  id, rediset en Progranm dets ene  Funktion von  den
Eingabewerten zu den Ausgabewerten.
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2.2.2.1 Vor-und Nachteile einer Registermaschine

Getreues Moddl der  Zugriffsveise im  Arbetsspecher ener v.  Neumann-
Architektur, sowie kurze und leicht vergdndliche Programme mit enfachen
Rekursonen. Konkrete Rechner konnen gut nachgebildet werden fir klene
Eingaben.

Als enziger Nachtell ist hier zu erwdhnen, dass sowohl fir die Anzahl der Regider,
as auch fir deren Fassungsvermogen eine unbegrenzte Zahl angenommen wird. Dies
ist aber nur eine ldediserung, diein der Redlitét nicht durchfiihrbar ig.

2.3 Funktionale Modelle

Be funktionden Moddlen geht es weniger darum, wie etwas berechnet werden soll,
as eher darum, was berechnet wird.

Wenn man von dem Bereich der natlrlichen Zahlen ausgeht und nur die O und die
Nachfolgefunktion  bekant is, s lautet die Grundfrage funktionder
Berechnungsmodele: Gibt es wetere Funktionen, und wenn ja, welche, die d9ch aus
0 und der Nachfolgefunktion berechnen lassen und sch fir gegebene Parameter
effektiv auswerten lassen.

Das Hauptaugenmerk liegt hier auf den Regeln, die es erlauben, aus bekannten,
berechenbaren Funktionen neue berechenbare Funktionen zu kreieren. Dabel wird
die genaue Arbeitsnveise einer Funktion nicht betrachtet, sondern nur ihr Ergebnis
Die funktionden Moddle sind daher fir Abstraktion von Beispiden sehr geeignet.

2.4 Kommunikation und verteilte Systeme

In den vorherigen Kapiten ging es auschlielich um die numerische Berechnung
von Funktionen. Durch die Betrachtung der Umgebung des Prozesses und die

Kommunikation mit dieser, erhdt man neue Sichtweisen.
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2.4.1 EA- Turingmaschinen

Se snd ene Abwandlung der bereits vorgestdlten Turingmaschine. Denn  hier
gehen mehrere Bander zur Veflgung. Ein Eingabeband, von dem nur gelesen wird,
und en Auggebeband, auf wdchem nur geschrieben wird, snd mit enem
Arbeitshand im Steuerwerk verbunden. Auf den Ein- und Ausgabebdndern darf nur
nach rechts gegangen werden.

[A] Eingabeband

Steuerwerk

[A[GAI D] T[B[C] Arbeitsband

[A[BINAICIT D] Ausgabeband

Abbildung 2: EA - Turingmaschine

2.4.2 Nicht abbrechende Berechnungen

Anders ds die Turingmaschine aus Kapitd 2.2.1 kann die EA- Turingmaschine in
ene nicht abbrechende Berechnung kommen. Dann werden beispidsweise keine
Befenle vom Eingabeband mehr gdesen und en unendlicher Strom an Ausgabe
produziert. Um dies zu verhindern, werden sogenannte Grundzustdnde engefihrt.
Diese markierten Zustdnde geben an, ob sch die Maschine regulér verhdt, dso
immer wieder einen Grundzustand erreicht.

In eénem Betriebssystem wéare solch en Grundzustand etwa ein Zustand, in dem en
Befehl des Users akzeptiert wird. Das System verhdlt sich dann aso regulér.
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2.4.3 Verteilte Systeme

Zwe  Turingmeschinen  konnen  mitenander  kommunizieren,  indem  das
Ausgabeband der einen, gleichzatig das Eingabeband der anderen Maschine ist. Es
ig hier nicht notwendig, die beiden Syseme zu synchroniseren. Wenn man
schlieldich endlich vide Turingmaschinen auf diese Welse verknipft, spricht man

von eénem Daenflussnetz.

[A[@N ATBID [C] Eingabeband

Steuerwerk

N D[ TIB[C] Arbeitsband

[AIBID [C]

Ein- und Ausgabehand

Steuerwerk

D/ T|BI|C]| Arbeitsband

Al C|T D] Ausgabeband
Abbildung 3: Verteilte Systeme

LA |

3 Grenzen der Berechenbarkeit

Katrin Zo6chmeister

3.1 Einleitung

Moderne Rechner haben die Wet verandert. Es scheint so, ds ob se dles kénnen
und keine Grenzen haben. Aber entspricht das der Redité? Und wenn nicht, wo

liegen die Grenzen moderner Computer?
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3.1.1 Universelle Rechner

Universdle Rechner dnd fre programmierbar. Im Gegensatz dazu verfigen Turing-
und Regisgermaschinen Uber festgeegte Programme und konnen dadurch nur en
Problem [6sen. Moderne Rechner sind mit universdlen Programmen  ausgedtattet.
Dies ermglicht ihnen spezidlle Programme auf spezidle Daten anzuwenden.

Doch dies ig keine Erfindung von modernen Rechnern, denn schon friher wurden
universdle Turing- und Registermaschinen entwickelt.

3.1.2 Simulationen

Das i en Vefahren, mit dem Programme von enem Rechnertyp fir einen anderen
Rechnertyp so nachgeshmt werden, dass de die sdben Ein- und Ausgabewerte
haben. Das heild, wenn sch Rechner gegensdatig amulieren konnen, kdnnen se auch
die gleichen Programme berechnen und daher die sdben Probleme 16sen. Es ist nur
gnnvall, in enem solchen Fdl eine Theorie der Berechenbarkeit zu entwickeln.
Songt wiirde man fir jeden Rechner eine neue Theorie aufstelen miissen.

Ein Bespid fir ene solche Smulation i das Ersgtzen einer mehrdimensonden
Turingmaschine (dlso mit mehreren  Béndern) durch enfache  Turingmaschinen.
Dabel wéchst die Rechenzeit um enen kongtanten Faktor (t), welcher auf die
aufwendigere Verwatung des Speichers zurtickzufiihren i

3.1.3 Churchsche These

Funktionen, die (Turing-) berechenbar snd, konnen durch ene Turingmaschine
berechnet werden. Bis heute hat man keinen Rechner gefunden, der Probleme IGsen
und Programme berechnen kann, weche auf den Turing- oder Registermaschinen
nicht zu berechnen sind.
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Die Churchsche These besagt, dass die Klasse der wirklich berechenbaren
Funktionen gleich grol3 wie die Klase der Turing- berechenbaren Funktionen idt.
Diese These ist jedoch nicht bewei shar.

3.2 Existenz nichtberechenbarer Funktionen

Wenn eine Funktion as Ergebnis entweder O oder 1 hat, dies aber nicht bewelsbar it
(zb. Axiome in der Mathematik), so entscheidet ein Programm, ob O oder 1 ds
Ergebnis gdiefat wird. Fir die Berechenbarket i dso die Exigenz enes
Turingmaschinenprogramms  wichtig, nicht aber, ob jemds en Progranm gefunden
werden kann, welches das Problem 162, Denn das Turingmaschinenprogramm
entscheidet nach Eingabbe UND Aktion, welches Ergebnis gdiefert wird.

Die Exigenz nichtberechenbarer Probleme it leicht nachzuweisen. Die Menge dler
korrekten Programme fir ene Turingmaschine i aozéhlbar unendlich, da jedes
Progranm ene endliche Zeichenkette Uber einem endlichen Alphabet ist. Auf der
anderen Sdte gibt es unendliche Funktionen fir eine bestimmte Abbildung. Da jedes
Programm schliefdich nur ene Funktion berechnen kann, miissen nichtberechenbare

Funktionen exigieren.

3.3 Das Halteproblem

Dabe <0ll fir ene Turingmaschine entschieden (berechnet) werden, ob es in
endlicher Zeit mdglich i, vom Anfangszusand in den Endzusand zu gdangen.
Endlosschiefen zum Beispid gehdren zu den am megen gemechten Fehlern in der
Programmierung, doch auch hier wird nie en Endzustand erecht. Wem das
Hateproblem |6sbar wére, konnte man enem Programm einfach en anderes
vorschaten, welches die Endlosschleifen vermeidet.

3.4 Softwareverifikation

Wie uns dlen bekannt, machen Rechner nicht immer das, was de machen sollten.
Dies liegt an dem Problem, dass weder Software noch Hardware verifiziert snd. Die
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Softwareverifikation besteht nun darin, bei ener angegebenen Eingabe, die in diesem
Fdl aus einem Programm bestent, zu Uberprifen, ob Verifikation und urspringliches
Programm Ubereingimmen.

Da es aber kein Programm gibt, dass be bdiebiger Eingabe entscheidet, ob das
Programm hédlt oder nicht (Sehe Hadteproblem), is es genauso unmadglich, zu sagen,
ob 2 Programme ba gleicher Eingabe gleiche Ausgaben liefern.

4 Formale Sprachen und Automaten

Elisabeth Grill

4.1 Einleitung

Diese Themen sind deshalb interessant, da Sie nicht unbedingt theoretisch
snd. (wird benétigt fur: Compilerbau, Sprachentwurf,...)

Informatik beschéftigt sich mit der mechanischen Verarbeitung, Ubermittiung,
Speicherung und Wiedergewinnungen von Informationen und mit der Konstruktion
von Systemen, die diesem Zweck dienen.

Eswerden nur die Représentationen der Informationen verarbeitet und nicht

die Information salbst. Diese Informationen werden durch Zeichenketten Uber
einem Alphabet représentiert.

Eine (Formae) Spracheist aber nichts anderes a's eine Menge von

Zeichenketten (Wortern) Uber einem Alphabet.

- Beschreibung von Klassen von Informationen

- Beschrelbung von Struktur von Informationen

Ein Automat ist ein abstraktes Modell eines mechanischen Systems zur
Verarbetung von Informationen (Zeichenreihen)

- Abgraktion von technischen Detalls

- Konzentration auf das Wesentliche

- Klassfikation von Automatentypen und Untersuchung von Beziehungen
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Mehr dazu im folgenden Kapitd.

4.2 Grundbegriffe

4.2.1. Alphabete und Sprachen

Ein Alphabet ig eine endliche Menge von Zeichen (Symbolen). Ein Beispid i das
Alphabet ?={ab,c}. Eineendliche Sequenzay, & . ... a, 7 i

Ein Alphabet ? ig ene endliche Menge von Zechen (Symbolen). Durch das
Hintereinanderschreiben von Zeichen entstehen Zeichenketten wie aa, ba, ca

Ein Wort w Uber ? ig ene endliche Sequenz von Symbolen aus ?, wobel |w| die
Wortlénge, ? das Leerwort, und ?* die Menge dler Worte, (einschlieliend ?) Uber ?
bezeichnen.

Definition (formale Sprache).
Eine formale Sorache (oder kurz Sprache) L Uber dem Alphabet ? ist eine Teilmenge
von ?*: L ? ?*. lhre Elemente heilen Sitze (in der mathematisch orientierten

Literatur meist Worter (Zeichenreihen, Zeichenketten)).

Auch L=? (die leere Sprache) und L={?} (die Sprache, die aus dem leeren Satz
begteht) und L=?* (die Allsprache) sind formae Sprachen tber ?.

Definition (Wort).
Ein Wort w??* ist eine Funktion w: {1,..., |w|}? ?, wobei w(), i=1,...,|w| das i-te
Symbol in Wort wist.
Definition (Konkatenation).
w=x?y
1. WXy,
2. w(i)=x(i), i=1,...]x],
3. w(xD+)=y(), i=1,...lyl.
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Notation; w® = 2, W= w'?2w

Beispid: (bla)2 = blabla

4.2.2 Grammatiken, rekursive Grammatiken

Grammatiken bestehen aus Regadn (Ersetzungsregeln, Produktionsregeln), die
ihrersgits zwea  Arten von Symbolen enthdten: Termindsymbole, die in  der
Zeichenkette sdbst  vorkommen und  Nonterminasymbole, die  nur  zur
Strukturbeschreibung genutzt werden.

Definition (Grammatik).

Eine Grammatik G ist ein Quadrupel G=(?n ?71 P,S

?n= Alphabet der Nonterminalsymbole,

? 1= Alphabet der Terminalsymbole,

P = Menge von Ersetzungsregeln der Form?? ?, wobei ? ??*?y?* und ?7? ?*,
S= Satzsymbol (Sartsymbol) aus ?y

ESiSt?N? ?21=?,?87? ?27=7

Praktisch anwendbar snd besonders Grammatiken, bel denen ???y ig (kontextfree

Grammatiken)

Definition (Satzform, Satz, Sprache).

G=(?n, ?7, P,S sa eine Grammatik. Die Kette ? wird Satzform genannt, wenn
S? *?. Ein Satzist eine Satzform, die nur aus Terminal symbolen besteht.

Die Sprache L(G) ist die Menge aller Satze: L(G)={?: S? *? und ?? ?1*}
Rekursive Grammatiken.

Zur Beschredbung von Sprachen mit unendlich viden Sdizen bedient man dSch
rekursver Grammatiken, das snd solche, die Ableitungen der Form A? w;Aw, mit
Wi Wo??*  gedatten. Man unterscheidet  linksrekursve  Regen  (A? ?|A?),
rechtsrekursve Regeln (A? ?|?A) und zentrarekursven Regeln - (A? ?|?A7?).
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4.2.3 Kanonische Ableitungen und Mehrdeutigkeit

Eine Sazform mit mehreren Nontermindsymbolen kann auf mehrere Weisen
abgeleitet werden.

Definition (Links- und rechtskanonische Ableitung, M ehr deutigkeit).

Eine direkte Ableitung heif3t linkskanonisch oder Linksableitung, wenn A das linkeste
Nonterminalsymbol ist. In entsprechender Weise werden rechtskanonische
Ableitungen oder Rechtsableitungen @ ) und die Hiillenoperationen von beiden

(2 "2 Y 2 R 2 R definiert.

Eine Grammatik G hef mehrdeutig, wenn die von ihr erzeugte Sprache Sétze
enthdt, die mehr ds ene links oder rechtskanonische Ableitung und damit mehr as
einen Syntaxbaum haben. Grammatiken, die nicht mehrdeutig Sind, heil3en eindeutig.

4.3 Die Chomsky-Hierarchie

N. Chomsky hat 1959 die Grammatiken in eine vierdufige Hierarchie eingeteilt, die
satdem ds Gliederung genutzt wird.

Definition (Chomsky’s Grammatik-Typen).

Eine Grammatik G=(?n ?71 P,S) heil}

- vom Typ O oder unbeschrankt, wenn ihre Regel gemald den oben genannten
Nennungen aufgebaut sind;

- vom Typ 1 oder kontextsensitiv, wenn in jeder Regel ?? ? die linke Seite nicht
langer als die rechte ist: [?]?|?|; die Regel & ? ist zugelassen, aber wenn sie
vorkommt, darf Sauf keiner rechten Regelseite stehen;

- vom Typ 2 oder kontextfrei, wenn jede Regel die FormA? ? mit A? ?y hat;

- vom Typ 3 oder regulér, wenn jede Regel eine der Formen A? ? oder A? ? B

hat, mit A\B??n und ? ? ?7*. (Diese Grammatiken heif3en auch rechtdlinear, well



Theor etische | nformatik 28

ihre Regeln auf der rechten Seite hdchstens ein Nonterminalsymbol und das am

Ende enthalten.)

Die von den Grammatiktypen erzeugten Sprachen haben die gleichen Namen:
Unbeschrankte,  kontextsengitive,  kontextfreie und  regulde  Sprachen. Die
Hierarchie- Eigenschaft spricht folgender Satz aus:

Satz (Chomsky-Hierarchie).
Wenn L; die Menge dler Sprachen bedeutet, die von einer Grammatik vom Typ i

erzeugt werden, dannistLp? L1 ? Lo ? Ls,

4.4 Regulare Ausdricke und endliche Automaten

4.4.1 Regulare Mengen und reguléare Ausdricke

Mit regulden Ausdricken lassen dch enige unendliche Sprachen mit  endlichen

Mitteln generieren.

Definition (Regulare Ausdrticke).
1. ? und jedes Element des Alphabets ? ist ein reguldrer Ausdruck
2. Wenn ? und ? regulére Ausdriicke sind, dann sind auch (??), (?? ?), und ?°

regulare Ausdriicke.

Definition (Regulare Sprachen/M engen).
Die Menge der reguldren Ausdriicke Uber einem Alphabet ? ist induktiv definiert
durch:

=

? isteinreguléarer Ausdruck

2. ?istenregularer Ausdruck
? kbnnen wir auch sparen, da (semantisch) gilt {?}="2 *. >

3. Fura? ? istaeinregularer Ausdruck

4. Fir zwei regulare Ausdricker und s sind Syntax!
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(r?9) = (r+9)
(rs) und
(r)

regulére Ausdricke.

Zur Vemedung von Mengenklammern beschrelbt man regulde Mengen durch

regulére Ausdriicke, indem man ,,? “ durch ,+ ersetzt.

Beisnid: Regularer Ausdruck ?: (((@? b)* (aa))(a? b)*),
verenfacht: (a? b)*aa(a? b)*, beschrelbt Menge L(?)={w?{ab}*| in w kommen

zwel as nacheinander vor}.

Die Semantik (Bedeutung) eines regularen Ausdrucks ist eine Sprache tber ?. Die
durch einen reguléren Ausdruck bezeichnete Sorache ist induktiv definiert durch:
N
1. ? bezeichnet die leere Sorache ?
2. ?bezeichnet die Sprache {?}
3. abezeichnet die Sorache {a} >
4. Bezeichnenr die Sorache Rund sdie Sorache S so bezeichnen
(r+s) dieSprache R? S Semantik!
(rs) dieSprache R? S /

(r*) dieSprache R*
— —

Syntax Semantik

Eine Sprache held reguldr, wenn Se durch enen reguldren Ausdruck bezeichnet

wird.

4.4.2 Endliche Automaten

Endliche Automaten snd mathematische Moddle zur Beschreibung des Verhdtens
digitder Syseme. Man unterscheidet endliche Automaten mit Ausgabe (fir die
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Moddlierung von Schatwerken) und erkennende endliche Automaten (fir die

Erkennung reguldrer Sprachen). Erkennende endliche Automaten weisen gegenlber

endlichen Automaten mit Ausgabe folgende charakteristische Unterschiede auf:

1. Se liefern wérend des Lesens und Verabetens ener Eingabe-Zechenkette
keine Ausgabe.

2. Se haben auggezeichnete Zustdnde: Den Anfangszustand in dem se darten, und
Endzusténde, in denen de anhdten konnen, wodurch sSe die engegebene
Zeichenkette ds erkannt Sgndigeren.

3. Se eidigen in  zwe Vaiaten: ds deterministischer und ds
nichtdeter ministischer endlicher Automeat.

Ein ekennender endlicher Automat (Abbildung 11) besteht aus ener endlichen
Anzehl von Zugténden z bis z,, enem Eingabeband endlicher Lange und enem
Lesekopf. Einer der Zugtdnde ist ds Startzustand, ein oder mehrere Zustdnde sind as
Endzusténde ausgezeichnet. Das Band enthdt eine Zeichenkette s, bis sy. Der
Automat hat die Aufgabe, durch schrittweises Lesen der Zeichenkette festizustellen,
ob se dne bestimmte, durch die Ubergangsfunktion des Automaten festgelegte
Struktur hat.

HEEES

Y

2y Zy

Abbildung 4: Endlicher Automat mit n Zustdnden zur Erkennung der Kette s _sm
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Mit endlichen Automaten |&d% sch die Frage w?L? fir regulére Sprachen
dgorithmisch entscheiden.

Definition (Deter ministisch endlicher Automat (DEA)).
Ein DEAist ein Quintupel M=(K, ?, ?, S F) sodass

K eine endliche Menge von Zustéanden,
. ? ein Alphabet,

1

2

3. S? K en Anfangszustand,

4. F ? K eine Menge von Endzustéanden
5

. ?2: K? ?? K eine Ubergangsfunktion ist

Die von einem DEA akzeptierte Sorache, ist die Menge aller des DEA akzeptierten
Worter.

R OSOR OOy
\O\/

Abbildung 5: Ein deterministischer Automat fir Worter, die mit mindestens drei Einsern enden

Definition (Nicht Deterministischer endlicher Automat (NEA)).

Ein NEA ist ein Quintupel M=(K, ?, ?, S F) und ist definiert wie ein DEA aul3er der
Ubergangsfunktion ? auf K? ?2*? K.

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat kann von einem Zustand aus bei einem

bestimmten Eingabezeichen in mehrere Folgezustande tibergehen.

Die von einem NEA akzeptierte Sprache, ist wieder die Menge aller des NEA
akzeptierten Worter.
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Fur manche Sprachen ist der entsprechende deterministische Automat sehr grof3. Oft
snd nichtdeterminigtische Automeaten kleiner, tberschtlicher und einfacher zu

_’ 111 @
I

0,1

konstruieren.

Abbildung 6: Ein nicht-deterministischer Automat fur Worter, die mit mindestens drei Einsern enden

Bemerkungen:

- Bn nicht-deterministischer Automat i oft enfacher und Uberdchtlicher ds der
entsprechende deterministische Automat.

- Bn nict-daderminigischer  Automat i oft enfacher zu kondruieren (aus
anderen Représentationen bzw. aus ener informellen Beschreibung der Sprache)

as ein entsprechender Automat.

- Zum erkennen einer Sprache ist ein deterministischer Automat besser geeignet.

- Manche Opeationen auf Sprachen lassen dch enfacher mit deterministischen
Automaen durchfihren (beispidswveise die Kondruktion eines Automaten fir
das Komplement einer Sprache); andere Operationen auf Sprachen lassen sch
enfacher mit nicht-deterministischen  Automaten durchfiihren (beispidsweise die
Kongtruktion eines Automaten, der die Vereinigung zweler Sprachen akzeptiert).

Deshdb dnd beide Vaianten dnnvoll. Besonders schon it es, wenn man fur jeden
nicht-deterministischen  Automaten  effektiv? einen entsprechenden  deterministischen
Automaten kongruieren kann. Diese Uberfuhrung fir endliche Automaten ist immer

! Effektiv bedeutet dabei, dass es ein automatisches Verfahren zur Uberfiihrung eines nicht-
deterministischen Automaten in einen deterministischen gibt. Noch schéner ist es, wenn das

Verfahren effizient durchgefiihrt werden kann (Achtung: effektiv ? effizient).
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effektiv. moglich. Fir andere  Automatentypen ig dies nicht immer moglich;
beignidsvese kann nicht jeder nicht-determinisische  Kdlerautomat in enen
entsprechenden deterministischen Kelerautomaten Gberfihrt werden.

Zwe endliche Automaten FA; und FA; heilfen aquivaent, wenn se dieselbe Sprache
erkennen:  L(FA1)=L(FA,). Es gibt Algorithmen, die die Aquivdenz von endlichen
Automaen fesgelen und die zugleich enen &quivadenten endlichen Automaen mit
minimaer Zusandszahl liefern.

Saz: Aquivaenz nichtdeterministischer und deterministischer endlicher Automaten

Jeder nichtdeterminigtische  endliche Automat |83 dch in @nen  &quivdenten
deterministischen endlichen Automaten transformieren.

4.5 Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

4.5.1 Charakterisierung

Reguldre Sprachen gelen eine einfache Moglichkeit da, Sprachen zu definieren und
auch zu andyderen. Aul¥erdem haben de sehr schone Eigenschaften: Se snd unter
viden Operationen abgeschlossen, und die mesen Probleme snd fir reguldre
Sprachen entscheidbar.

Allerdings dnd vide praktisch rdevanten Sprachen nicht regulé&r. Beispidsweise is
die Sprache der korrekten Klammerausdriicke nicht regulé&r. Generell lassen Sch
verschachtdte Strukturen (bdiebiger Tiefe) nicht as regulére Sprache formulieren,
da man mit reguléren Sprachen nicht (beiebig wet) zdhlen kann. Verschachtdte
Strukturen kommen aber in viden Bereichen der Informatik vor (z.B. in Ausdriicken
oder bel ineinander verschachtelten Schleifen oder Alternativen).

Eine Sprachklasse, die auf die Definition verschechtelter Strukturen zugeschnitten
i, ist: die kontextfreie Sprachen.

Die Fahigket kontextfreer Grammatiken, Sprachen zu definieren, die nicht regul&
snd, beruht auf den zentrdrekursven Regen (direkt A? ?A?, indirekt A? ?B?,
B? ?A?). Se elauben die Beschreibung von Symmetrie (Klammergtrukturen). Die
Zentrdrekursvitét fuhrt im Verein mit der Endlichket des Nonterminaaphabets zu

der folgenden Charakteriserung der kontextfreien Sprachen:
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Definition (uvwxy-Satz (Schleifensatz, pumping lemma)).

Alle Sétze ? einer kontextfreien Sprache L, die mindestens eine (von der Sprache
abhangige) Lange n haben, lassen gchin finf Abschnitte u, v, w, X, y zerlegen, so
dassgilt

1. ? =uvwxymitivwx ?n,vx?1

2. AlleKetten der FormuV w X y firi ? 0 sind ebenfalls Sitze von L.

De uvwxy-Saz gedattet es zu zeigen, dass gewissen Sprachen nicht kontextfre
sind. So it z.B. die Sprache {a" b" c": n ? O} nicht kontextfrei, da es unmoglich i<,
den Satz d' b" " fir festes n so0 in fUnf Bestandteile u, v, w, X, y zu zerlegen, dass
dann auch die Ketten uvawx2y,uv3awxdy,... zur Sprache {a" b" "} gehtren.

4.5.2 Grammatiktransformationen und Normalformen

Fir manche Zwecke is es wunschenswert, eine gegebene Grammatik G; mit
unglnstigen Eigenscheften in e@ne &quivdente Grammaik G, zu transformieren, die
die ungindigen Eigenschaften nicht  aufweds. Die  wichtigden  solcher
Trandformetionen snd

die Besatigung leerer Alternativen (A? 7?);

die Besaitigung linksrekursver Regeln (A? A?|...);

die Besatigung nonterminder Anfange (A? B?,B ? ?n);
die Besaitigung eindementiger Regeln (A? B, B ? ?n);

die Linksfaktoriserung (aus A? ?? | ? ?mache A? ?B, B? ?[?).

o & 0w DB

Bam Entwurf einer Grammatik kann es vorkommen, dass sch Symbole oder Regeln
einschieichen, die Uberflissg snd oder zu zirkularen Ableitungen wie A 2 © A
fihren. Ein Nontermindsymbol heil¥ Uberflissig, wenn es in keiner Satzform
vorkommt (dh. nicht aus S ableitbar ist) oder wenn es nicht in eine terminde
Zeichenkette abgedetet werden kann (wie A? ? A ohne nichtrekursve Alterndive).
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Es gbt Algorithmen, die Ubeflissge Symbole und Zirkularitdten fedstelen
[Aho72].

Es gibt zwei Normalformen, in die dch dle ?-fraen Grammatiken trandformieren

|assen:

?? Chomsky-Normalform (CNF): Alle Regeln haben eine der Formen A? BC oder
A? bmitA,B,C? ?yundb? ?7.
?? Greibach-Normalform: Alle Regeln haben die Form A? a? mitA ? ?y,a ? 77,

? 7?7 ?2NF.

Se gnd fir manche BeweadUhrungen nitzlich, haben d&ber keine praktische
Bedeutung.

4.5.3 Kellerautomaten

Zur Erkennung kontextfraer Sprachen reichen endliche Automaten nicht aus
sondern man braucht zusdtzlich enen Speicher zur Zwischengpeicherung von
Zeichen. Da die Kapazitét des Zwischenspeichers unbeschrankt sein muss, aber das
zuletzt gespeicherte Zeichen ds edes wieder entfernt wird, benutzt man enen
Kdlerspeicher (Abbildung 4) und nennt den so ewaeterten endlichen Automaten

Kellerautomaten.

Definition (Kellerautomat (PDA)).

Ein Kellerautomat ist ein Sextupel M=(K, ?,?, ?, S F), wobel
1. K eine endliche Menge von Zustanden,

2. ? en Alphabet von Eingabesymbolen,

3. ? ein Alphabet von Kellersymbolen,

4. S? Kein Sartzustand,

5. F? K eine Menge von Endzustanden,

6

. ? eine Ubergangsrelation auf (K ? 2* ? 2*) ? (K ? ?*).
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sl s

I

VA4

Kdler

Ahnlich wie bel endlichen Automaten fir reguldre Sprachen, gibt es verschiedene
Vaianten von Kdlerautomaten; im Gegensatiz zu den endlichen Automaten sind
diese Automaten nicht dle &guivdent zueinander. Insbesondere snd  die
deterministischen  Kdlerautomaten nicht so  ausdrucksméchtig  wie die  nicht-
deterministischen Kelerautomaten, dafurr jedoch praxisrelevanter.

Zunéchg Uberlegen wir uns, wie ein Automat aussehen konnte, der eine Sprache a'b"
akzeptiert. Offentsichtlich muss en Automat fir diese Sprache ,zéhlen® konnen, da
e Uberprifen mui3, ob die Zahl der a’sund b’s Ubereingimmt. Der Automat muss
adso enen beliebig grofien Speicher bestzen. Der Automat kénnte das Wort einlesen,
und dabel jedes gdesene Zeichen a auf enen Keller legen. Wenn der Automat auf
das erge Zeichen b st6l¥, entfernt er fir jedes gelesene b ein a vom Keler. Wenn am
Ende dle b's der Eingabe gdesen wurden, und kein a mehr im Keler gteht, dann
akzeptiert der Automat das Wort. Mit Hilfe des Kdlers kdnnen wir aso zahlen;
tatsichlich  kénnen wir den enen Kele ds Vedlgemeneung enes Zéhlers
auffassen.

NatUrlich muss der Automat auch dchergtdlen, dass kein a mehr im Eingabewert
vorkommt, wenn bereits en b gdesen wurde. Diese konnen wir wie ba enem
endlichen Automaten dchergdlen. Ein Kelerautomat is dso ein um enen Keler
erwelterter endlicher Automeat.
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4.5.4. Kontextfreie Grammatiken und Kellerautomaten

Zu jeder kontextfreien Grammaik G lésst dch ein Kelerautomat konstruieren, der
genau die Sprache von G erkennt, und zu jedem Kedlerautomaten PDA |&sst sch eine
kontextfreie Grammatik kongruieren, die genau die Sprache von PDA erzeugt.
Darausfolgt der wichtige Satz:

Aquivalenz der Sprachen von kontextfreien Grammatiken und Kellerautomaten

Die Menge der von kontextfreien Grammatiken erzeugten Sprachen und die Menge
der von Kédlerautomaten erkannten Sprache ist gleich.

4.6 Weitere Sprachklassen

Neben der Chomsky-Hierarchie wurden auch andere Regdsyseme zur Definition
foomaer  Sprachen  untersucht, wie  Matrixgrammatiken, programmierte
Grammatiken, geordnete Grammatiken und Lindenmayer-Systeme. Eine Einfihrung
in diese Themen mit viden bibliographischen Angaben bietet [Sao78]. Neben
Zeichenketten lassen dch auch Grgphen durch Regdn zu  ihrer  Erzeugung
beschreiben, was auf Graph- Grammatiken fihrt [ G6tt88].

4.7 Eine Hierarchie von Sprachen

Abbildung 16 fasst den Inhdt der Kapitd zusammen und zeigt die Hierarchie der
zum Tell behanddten Sprachen. Das Beispid zu Sprachklasse n ist so gewdhlt, dass
es nicht auch zu Sprachklasse n-1 gehort.

Nr  Name Definition durch Beispid
1 Endliche Mengen Aufzéhlung { &, bbc, bac}
2 Regulére Mengen Regulédre Ausdriicke 77*+* + 727 +"- 222

Rechtdineare Granmatiken  {a":n? 0}
Endliche Automaten
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3 K ontextreie Sprachen Kontextfreie Grammatiken ~ {a"b":n? 0}
Kéllerautomaten
4 Kontextsengitive Kontextsengtive {ab"c":n? 0}
Sprachen Grammatiken
Linear beschrankte
Automaten
5 Turing-entscheidbare Stets hdtende L1 (9ehe unten)
Sprachen Turingmaschinen
6 Turing-erkennbare Unbeschrankte L, (3ehe unten)
Sprachen Grammatiken Menge dler Turing
Turingmaschinen maschinen
Menge dler
Algorithmen
7 Abzahlbare Mengen L3 (3ehe unten)
7 Uberabzahlbare Menge aller redlen
Mengen Zahlen

Menge dler
Formalen Sprachen

L1 ={?;:?:? ?1* und ?; is nicht Satz der kontextsengtiven Grammatik i}

Lo={?i:?;? ?71* und ?; wird von Turingmaschinei erkannt}

L3={?i:?;? ?71* und ?; wird nicht von Turingmaschinei erkannt}

Abbildung 8: Eine Hierarchie von Sprachen

Symbolverzeichnis

??

?2,?2%,2*
9L9L+7L*

?Ro R o R

trennt linke und rechte Saite von Grammeatikregeln

direkte und indirekte Ableitungen
linkskanonische Ableitungen
rechtskanonische Ableitungen

Alternativen Trennsymbol

Optionssymbol

Mengenklammern, Wiederholungssymbol

leere Menge
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? leere Zeichenkette

a' Kette aus n aSymbolen

a {aag @@, ..} ={d"'n?1}

a* {?,a,83, 88, ..} ={d:n?1}
?,?,..7 Zeichenketten

7R Spiegelung von ?, d.h. (abc)R = cha

[? | Langevon ?

?? Ubergangsfunktion eines Automaten

DFA Deterministischer endlicher Automat

F Menge der Endzustéande eines Automaten
FA endlicher Automat

G Grammeatik

L Sprache

2L Komplement einer Sprache=?* - L
NFA Nicht-deterministischer endlicher Automat
P Regemenge eéner Grammatik

PDA Keéllerautomat

S Satzsymbal, Keleranfangssymbol eines Automaten
™ Turingmaschine

?2,?1,?N Alphabet, Termind-, Nonterminadad phabet
z,Z Zudandsmenge
Zusammenfassung

Die behanddten Themen Aussagenlogik, Berechnungsmodele, Grenzen der
Berechenbarkeit und Formae Sprachen und Automaten sind Bestandteile der
Theoretischen Informatik, wenngleich Theorie nicht gleichzetig trockener Lerngtoff
bedeutet.

Es wurde in dieser Arbet versucht diese Themen ausreichend zu behandeln, wobei
telwese gerade Detals notwendig fur Erklarungen snd und deshdb genauer auf
enzdne grundegende Elemente engegangen wurde andat obeflachlich dem
Thema entgegenzutreten.
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Die Arbeit erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigket, soll aber fir Studierende
enen enfachen und vergandlichen Zugag zum Gebiet der theoretischen Informatik
dargellen.
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